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CONTINUITE ET LIMITES 


Résultait à retenir ; 


Toute fonction polynôme est continue en tout réel ♦ 

Toute fonction rationnelle est continue en tout réet de son ensemble 
de définition . 

Les fonctions x ^ cos x et x b -4 sm x sont continues en tout réel. 
Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert 1, sauf peut-être 
en un réel a de L 

S'il existe une fonction % définie sur 1 , continue en a et telle que 
g (x ) -f (*) pour tout x alors Hm/(x) = g(tf), 


,r 



• Une fonction / définie sur un intervalle ouvert T est continue en un 
réel a de 1, si et seulement si » lim f (x) - lim/ {x ) -f (a). 


jr-Wï 


jf-»« 


Si lim 


/(x) 


est infinie t alors C/ admet une branche parabolique 


,t x 

de direction J au voisinage de -Ko t 


Si lim 


/(*> 


— 0 » alors Cf admet une branche parabolique de 


direction ^0 J J au voisinage de -1-00 . 
f (x) 

• Si lim ——-= a ( aeiR ) alors deux cas peuvent se présenter 

■T—*+« Jf 

selon lim [f (x)-ax ) * 

,T H-WB 

• Si lim (f (x )—ax ) = b( b 




)ators la droite d'équation y = ax 4- b 


est une asymptote oblique à la courbe Cj au voisinage de -ko . 

Si lim if (x )-ax ) est infinie alors la droite d'équation y = ax est 


j -► w 


une direction asymptotique à la courbe C/au voisinage de 400 * 
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* Soit u et v deux fonctions . soit a, b et c finis ou infinis . 

Si limai (x ) - b et limvfx) =c alors limu o«(jr) = c 

X —¥ù I -Wl X 

* Soit f , u et v trois foliotions définies sur un intervalle I sauf peut-être 
en un réel a de 1 » 

Soit deux réels £ et £* * 

* Si u( x) - v(x } pour tout x et si fimw = t et ]imv — V 

a ü 

alors t < f \ 

* Si u( x) - / (x ) - v(x ) pour tout x et si lirnt* =Iimv = t 

a 0 

alors lim/ —/? . 

u 

Iæs résultats énoncés ci-dessous restent valables lorsque l’on 
considère des limites à T infini t à droite en a ou à gauche en a . 

* Soit f et u deux fonctions définies sur un intervalle I sauf peut être en 
un réel a de I. 

* Si f (x)>u(x ) pour tout x et si lima = +oo , alors 

J —+£J 


lim / =+oo 

\ 

> 

* Si / (x ) £ w (x ) pour tout x ^ a et si lim u = -<o , alors 

j -+n 


lim/ ~ -oo 

a 

■ 

Ces résultats restent valables lorsque Ton considère des limites à 
C infini, à droite en a ou à gauche en a. 

• L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle. 

Théorème de s valeurs intermédiaires 

Soit f une fonction continue sur un intervalle J. 

Soit a et b deux réels de l tels que a < b , 

Pour tout réel k compris entre / (a) et f (b) Péquatïon / (x )- k 
possède au moins une solution dans P Intervalle [ a, b] « 

En particulier , si / (a) , f (b)< 0 alors I 1 équation / (x) - 0 
admet au moins une solution dans ] a, b[. 
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* Soit / une fonction continue et strictement monotone sur un 
intervalle I ■ 

SoU a et b deux réels de I tel que a < b. Alors pour tout réel k 
compris entre / (a) et / (b) l'équation / (x ) = k admet une unique 
solution dan s[ a T b ] * 

* Soit f une fonction continue sur un intervalle I, 

Si la fonction / ne s'annule en aucun point de I alors elle garde un 
signe constant sur I. 

* L'image d'un intervalle fermé borné | a ,bj par une fonction 
continue est un intervalle fermé borné [ m r M]. 

* Le réel m est le minimum de / sur [ a , b] - 

* Le rée M est le maximum de f sur [ a t b]. 

* Soi* / une fonction définie sur un intervalle de type [a , b[ { b fini 
ou infini ), 

* Si la fonction / est croissante et majorée alors / possède une 
limite finie en b * 

* Si la fonction f es croissante et non majorée alors / possède 
une limite finie en b , 

* Soit / une fonction définie sur un intervalle de type ] a s b ] 
( a fini ou infini ). ù 

* Si la fonction / est décroissante et minorée alors / possède une 
limite finie en a . 

* Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend 
vers —oo en a . 

* L'image d'un intervalle I par une fonction continue et monotone sur 
I est un intervalle de même nature , 
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EXERCICES 


Calculer les limites 

x 2 +3x -4 
i"/ Um- 

*~* 1 X —] 


K ümSÏÎÜ^lz! 
x~ + 2x -3 


cos* -1 

37 lim—r- 

47 lim x 2 

( 

1 

-GOS 

r j y 

x +x 

,r— m*® 



U JJ 


E(x) 

57 lim- où E(x) désigne la partie entière de x 

J^+* X +1 

OT lim '«*"* 
x -- 4 — 2 sirtx -y 2 


7°/ lim [ x 

2, 


<g* 


Exercice 2 




Calculer les limites suivantes si elles existent : 


I e / lim — ' 3 2 
.-->1 x-l 


2 “/ lin ,EELÆH 
*+* x -1 


Jjc 3 J* I — Vx 3 + ï 2 U ' 

30 / lini 4 e / lim—4- 

*-*1 x~l -X-2) 


-2| 


x 3 4 


5°/ lim—r 


■'-** x“ - x 


| Exercice 3 : [ 

Calculer les limites suivantes : 

2 t 3 

1°/ lim , * i ou asR. 
x” h- av 
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3 9 / lim ^3x 2 + x -1 + 


2V lim - ,T -- 2 -' r — 

*-*-* 2x 

4°/ lim Vx 2 + x + 1 - mx , où w est un paramètre réel. 

j-fr+aa 


Exercice 4 : 


1 


Calculer les limites : 


lrt , t . jsmx ^ nj ( . sinxfsmSx 5IIU 

W Uni J- 2°/ Lim--—r~ 3°/ Lim -— -—--- 

r * 5cos“ x + sin x - 4cos.t 


,r->0 


j-* n situr-sin2x 


x — s in 2 x f l ^ 

40/ j im i s û / lim xsm' 


2 +situe 






6V lim 


sin(ûx)-sin(jf 3 ) 


a — x 


Exercice 5 : 


] 


Soit f(x) 


jcsin{—} si x< 0 
x 

- 2 jc 2 sî 0 ^x< — 

x 

x 3 (cos(i)-I) si xt — 
x X 


1 c /Déterminer lim / et lim/, 
2°/ Etudier la continuité de/ . 


Exercice 6 ; 


/ : R 


JC KM 


3V4* 1 +2x^-1 +2X—3 six^O 


-cosx + sinx+2 


3x + l 


si Û <jr < — 

4 

- x 
si x>— 

4 . 
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1 D /a) Déterminer lîm /. 


b) Montrer que V x >— ; 0< /( x)£-, En déduire 

4 i 


lim f(x) m 

* -H'* 


2 P / Etudier la continuité de/ en —* 



Soit /: R R 




sin(rar) 


si x*0 
si jc=0 


w étant un paramètre réel non nul* 

1 °/ Prouver que f m est une fonction impaire. 
2°/ Prouver q\ief m est continue sur R. 

3°/Calculer lim/ w et lim/ w , 

+EB 



Soit m e R* et f m : R R 

jh m4x***m +2 x 

l °/ Préciser le domaine de définition de /„ * 
2°/ Calculer lim/„ et lim/^. 



Soit la fonction / : R -* R 


r x I 2 3 +3jr+l si x'tü 


xm - 


sm.t 


si Jt < 0 


I “/ Déterminer le domaine de définition de/ 

2°/Calculer les limites éventuelles de/ respectives en + qq et en —. 

3 & / Etudier b continuité de/en 0. 
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Exercice 10 : >■ 


I 


Soit la fonction/définie par 


f/(0)-I 

/(;c) = l + V* si Jt>0 
f(x) = ~[-J^x si x<0 


1 *7 Préciser te domaine de définition de/ 
2°/Calculer lim f(x) et tim /(*), 

3°/ Etudier la continuité de/ en 0. 


Soit a un paramétre réel et/la fonction définie par : 

f{x)-x 3 + 2ax +1 JixSl 
/( x) — ax 2 + 3x si x < 1 

l û /Calculer tim /(*) et lim /(x), 

J-»-» 


2°/a) Calculer lim f(x) et tim /(*), 

ï-fl 4 *-+1- 

b) Déterminer a pour que/soit continue en l. 



/,„(*) - V* * 1 + je H- 1 - m x où m est un paramètre réel 
1 °f Montrer que D/ flJ = lit 
2°/ Montrer que f m est continue sur K 
3°/ Calculer suivant m t la limite de f m en -Ko 

4°/ Dans quel cas, la courbe Cf m admet au voisinage de -Ko, une 
asymptote horizontale 

5°/ Etudier le comportement de / au voisinage de -Ko 
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Exercice 13 : 




/ (*) 


2x -hcosx 
* +1 


1°/ Df 

2°/ Calculer les limites de / à gauche ci à droite de (-1) » Interpréter 
3°/ 

a) Montrer que pour tout x > -I on a : 

21 S /(X) S 21+1 


X +l 


X +1 


b) Calculer alors lim / . Interpréter 

1 —t+œ 

4°/ Etudier la position de Cf par rapport à A : y = 2 
S°f Calculer Hm/ 




En^rr 

a £*& la* \ 


'■W+T ■ 1 


/ : IT -+ R 

l“COSX 


X H* 


/?0t/r jr > 0 




pour x <0 


I V Montrer que / est proîongeable par continuité en 0 - 
2°/Ecrire le prolongement /, de f 

3°/Calcuïer lim / et lim / . Interpréter géométriquement. 


ï-*-KO 


Exercice 15 : 


i 


/(*) = 

«X) 


cos x -1 


pour x < 0 


Æ" 


pourx>0 
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1°/ Calculer lim f . Interpréter 


.T -M-H> 


-2 

27 a) Montrer que pour tout x > 0 on a : -= </ (x ) £ 0 

Vx 

b) En déduire lim f , Interpréter 
37 Montrer que f est continue en 0 


Exercice 16 ; 




f : R R 


X H 


2x +î 
sinx 


pourx < 0 
pour x > 0 


[Æ 

ï7Montrer que / est continue en 0 

27a)Montrer que Cf admet au voisinage de -do un asymptotes 
oblique A 

b) Etudier la position de Cf cl À sur M' 

37Ca1culer la limite de / en +°a interpréter. 
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SOLUTIONS I 


Solution 1> 


^ - - ■ j ■ r ■ 


1 


1°/ Ona; x 2 + 3x-4=(x-1 )(x + 4) 

Um i!±^zl , n „ (izOfeil) . +4j m 5 

X —1 '-»■ (x-l) 

27 On pose X = x - \ lorsque x —> I alors x -> 0 

d-cd | im «y-‘)-i ,i in JgjLzL-|| n , -I.i-«»x . 0 

*-*• x +2x -3 *-*«JÏ F (A'+4) *-®A’ +4 A" 

m 


3°/ lira r 

Jf-H» 


l-cos 


/ J \\ l-cos 

— = lîm--, 

\xj) Ç |V 


• — fini- j 

wû + X 2 


l —*■ cos X 

2 


\x J 

47 On a : E(x) < x < E(x) + 1 => x- 1 < E(x) < x 
Pour x>0 on a: x + 1 > Q d’où 


lzi< ËSâl < x 

ï+i X +1 X + 1 

lim -—- = 1 et Jim * 
T ^ +n x + l *-*+■> x +1 


= } 


D’où : lta^i-1 

■*-*+<* X +1 


Solution 2 ; 


□ 


-=lira- V ' ï,! ' J ^El+gL [j ra - ( * 43 L -- 

x-î c ~* ! (x-l)-(Vx+3+2) ^'(x-TXvx + 3+2) 


lïm 

j-*i f r _ 


x — ! 


lim 


1 


t 


(*-IMVx + 3+2) *-*■ Vx + 3+2 4 


„ Vx + 2-Æt+T (Vjt + 2-+ I)(Vx + 2 + V2x+ï) 

2 / lim-- Jim - - —— - ? -- 

x-1 *-+> (x -1 )(V* + 2 + *j2x +1) 
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- lim 


(jc + 2) —(2x +1) 


= lim 


-{*-]> 


rï (x - 4 V2 x +1 ) {x“■ IX tJx + 2 4 ^2 x 4 1 y 

-1 -1 -I 


= lim 


■«' -J.X+2+ -J2x +1 V3 + V3 2-^3 


V-t 3 +1 + ** C^/x’+l t/x’+x 3 )(t/jc 3 +1 Wjc'’ + 2 ) 

3 D / lim --- lim-;==— > -- 

*-*’ x ~î J -‘ (i-lJCV^+l+VxVx 3 ) 


lim 


I — ^ 


= lim 


-(x-IXjc+1) 


wl (x-l)(V;r 3 + 1 + \/* 3 + * 2 ) '-‘'(jr-IK^je' + I+Vjt’ + x 5 ) 

-(jc+1) -V2 


= lîm 


V* 3 + l +4x i +x 1 2 

4°/ * On a : x 2 -x—2*(x4 l)(.t—2) et lorsque r —* 2 + , 
x-lj-x-2 et |x| = x donc 


Mt3_, II. ^~ 2 ) , Ihn -L,l 

x(x - x - 2) x(x 41 )(x - 2) x->r x 41 3 


lim 


Lorsque x 2~, x—2| = ^(x—2) el |x| - x donc 


lim—-'—• = iun--———= um-—— 

x (x’ - x - 2) >-*r x(x 4 1 )(x - 2) *-*r x + l 3 

xMx—2 


W-U—2| .. ~x(x-2) -i -1 


= lim 


on a : lim 


* lim 


= lim-7=^7- 

x-2l 


Xh4 


x(x 2 - x - 2) *-*r x(x 2 - x - 2) 

J-U-21 


donc la fonction 


x(x -x-2) 
1 


n'admet pas de limite lorsque x— > 2 r 


5°/ lïm 


+ \x 

- — 1 im - 

X 3 

+w 

-lim l Jc l ( W + l) 

-1* 

— 1 II 11 

.T■"►O 

a* 

H* 



= lim - 

j^Û |xj -1 


=-l 
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IV lim 

T-tJ-e 

Xr +x-3 

jr 4 ax 

2°/ lim 

V^+2x—5 

X 


= 11m ^-=2. 


- lïm 


2x 


lim * 


l + î-4 


X x 


2x 


- lim 




2 5 


2x 




x X' 


3°/ lim Thx i +x-\+x= lim|x.|3+——l 
,t>-*—* j-hm’ y y x J 


4 X 


= lim -V +■* = lim x(1-j3+--” +°° car 

X X ■ JC-*-* y xx 2 


lim l-J3 + --A- = l-V3<0 
x-*~* V X X 

4°/ lim Vx 2 + a- + I —nw = lim *(Jl +—+-^- — /n) 

x-m V x jc" 


or lim J1 -I- — + -!=- -m = 1 -m 
■*-*+* V jr x 


• Si m < l : lim 4x* +x+1 — mx = +co 
■ Si m>1 ; iîm Vjc î +jr + l“Wjr = 


—CQ 


• Si w = l : 


lim V* 2 + * + !-* = lim *' +Jf+l -- 

+x+ \+x 




lim 

r-i+aj 


*(!+-) 

X 


=/ 


1 1 


*(l N +”+^T + I 


2 


jr x 
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Solution 4: 


] 


IV lim & = Vl=1. 

V X 


27 lim 


sin jc + sin2jt 


sin,T sîn2x 


1+2 


^ûsinx-sin2jc r-^sm* sin2x l —2 


= -3 


. SIUÛX fl, 

( car Itm-—— 

bx b 

37 on a : 5eos ? x + sitr a -4cos*t - Scos 3 .ï +1 - cos' jr-4eosjr 

-4cos 2 x— 4cos* + I =(2cos,r-l) 2 donc : 

i j smx sin* , jt 

Mm-=- - -- lim--- - +oo car sin— 

*_*£5cos x + sîn~ x-4côsjt t ^Î(2cos.tc- l) 3 

3 ?■ 

et ïim{2cosjr“I) 2 ^O 4 . 

ï-*- 

47 On a, d'une part VjreR r -l Ssînx^ 1 => 1 £2+smx£.3 => 
1 1 

-<- £1 ( 1 ) 

3 2-f-sinx 

et d'autre part : -1 < -s)n J x<0=>x-\£x~ sin 5 x£x (2)* 

En multipliant les 2 encadrements(l) et (2) on obtient : V* > l 


jr — 1 . jt— sin 5 x 


3 2 + sm;ï 


;-- < X => V* > l , 


x- 1 jr-sin" x 

-■ V -—■- 

3 2 + sinjf 


or 


.. jc — I , jc — sin 2 jc 

lim —- - +*> donc lim- =»+gq. 


x—* «o 3 


*-*+*» 2 +sin .t 


>0 
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| 

5°/ Posons X - — . Lorsque x —» +oq alorsX—* *0 + d^où 
x 

.. > 1 sinX . 

Iim xsm — — hm --- 1 - 

x x-»û t X 

- 0# r sîn(aï)-sîn(x 2 ) sîn(x 2 )-sin(aï) 

(> / iwn-- ~ ltiTi-, 

x-** a — x i ^ ct x — a 

Posons h(x) -swi(x 2 ) -sin(iïx). On a : h(a) = 0 d’où : 

Mm smX -— s * ngl —^^-=Â"Cfl)(car h est dérivable sur R). 

j -*<î x — q x—a 

Or à'(jc) — 2xcos(x 3 )-àcos(ax) d’où /ï'(ff)=£jcos{£r 3 ) * 

Conclusion : sin ^ x } _ acû& { 0 2 ), 

i-*a a-x 


Solution 5 : 


] 


1°/ * Iim f{x)= Iim x-sïn — = lim — smX = Iim w 

*■> » -SC—*— BT J£ X-+Ü‘ X X-+Û" X 

(X= — ,quand x -+ -oo alors X->Û“) T 

l" 


ï 


smX 


= 1 


_ I i 

* Iim x (co5(-")-1). On pose X=— ; quand 
JC x 

x —>-Ko alors X-*0 + 

alors tlm x 1 [cos(—)-!]- Iim -^-(cosX-1) = lim —- 

r VÏ y-*{T Y 3 


\ 


1 


2V xi-4 xsin(J-) est continue sur R’ (produit et composée de fonctions 

X 

continues) alors f est continue sur » 

• xi-> -Zx 1 est continue sur R (fonction polynôme) donc/ est 

continue sur ]CL— [, 
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* xw jt(coe(“-}- 1) est continue sur R (produit et composée de 

x 

fonctions continues) donc/ est continue sur 1—, -Maol - 

JT 

Continuité de f en x n = 0 : 

* lim /{*)- Irm xsua{—}. 
i-rt m x~* 0 ‘ x 

On a: V r<0 : -15sin(—)<1 d'où x<xsin[—)5-x 

X X 

Etcomme limx^Oet lim (-x)^D alors lim/(jc}s=0, 

r-»ü T .t-*ÊT j-hD 

» Mm /{*) = lîm -2x 3 =0 

on a : Mm /(x) = lim /(x) = /(Ü) donc/ est continue en x Q =?Q„ 

j-*£T 


Continuité de f en x ft = — : 

w 

tîm /(x) = Km -2x 2 -~ 
p „ i ' w 1 

¥- 1 — J-t— 

JT *■ 


2, A. „ 1 


—2 


Mm f{x )= Mm x"(cos(—=-(cosff-l)=—r 
rJ i t W 1 4 X 7T l rr- 

K K 

1 , 1 
lim f(x)= lim /(x)- f(-) donc/ est continue en x 0 =—. 
r i* x jt 

f-+— Jr-»“ 

K JT 


Conclusion : / est continue sur R . 


t 


Solution 6 ; 


] 


l°/a) lim f{x}= Um 3'Jax 1 + 2x + l +2x-3 


= lim S 


= lim ~3x 


\FFî 


) + 2.v-3 - Hm 3\x 


+ 2x”3 = lim Jt{ 


->FH 


+ 2--) = 4-«> 

.t 
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b) *Ona: Vxei^+Gc^-l^sinx^l et — Iê-cqsx<I 

4 

donc -2 s-cosx-s-sinx <2 => G^l-cosx+sinx <4 

d’autre part on a : Vxe[—,+ oo[, 3x + l >0 donc Vxe[— f + »[, f(x)Z 0 

4 4 

• On a: Vxe[—,+*>[, 2 ~cosx+5inx<4 =>-——£-* 

4 3x+1 3 jc -î- I 

4 2 -(2x + 2) _ T n f j* * ^ riï t „ . 2 

or "— r --—-socor *e[-,+«[ dou v*<=[-,+«[, /(*)<-. 

jx + 1 x x(3x+l) 4 4 x 

JT 1 

Conclusion : Vxe[—,+œ[, Q £ /(x) s -, 

4 x 

2 2 

* On a : Vxe[—,+oo[ ( 0 < /(x)£ — et lim —-0 alors lîm /(x)=0, 

4 X .r— m-ûo x .r-f+sï 

2°/* lim f(x)= lîm x(x-—) = 0 

4 


M JT 

”7 


lim /(x) = ïïm 


-cqsx+shix+I 

3x+I 


r- n . 

3' T + l 
4 


/(^} = —^— donc/ n’est pas continue à gauche en j^et/ est 


—+ 1 
4 

continue à droite en 


it 


Solution 7 : 


] 


I e /Pour tout xeRjûna: (-x)eRet donc f }f est impaire. 

2°l La fonction x h» —- est continue sur R* comme composée et 


■ i 

produit de Fonctions continues sur R* : x h->sin(mr 2 ) et xm--. 

x 

* hin/„(x)= Umx — ^ ^ 


.r->Q 


T-^Û 


lim .1=0 et Hm 5 ^ J = lini Sin(mX) = 

r 2 X-+Û X 


jr-^0 


m 


.T-*0 
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donc Mm/„,(*) = On* = 0 = / N (Û) d'où f m est continue en 0. 

,T-hO 

Conclusion : f n est continue sur R . 

3°/ Vx e R j -1 <sin(mx 2 ) < t donc pour tout x < 0 on a : 

—£/„(*)<— et comme ïim — = lim —-0 alors iïm / rt ,(jc} = 0* 

j x i"M5 X X x-t—vy 

• V t >0,-S/Ji)<- lim —= lim —=0 => lim /„,(*} =0- 

X X X j-*+« X Ï-H» 

Solutions: | 

1°/ D /m = {xeR tel que x 2 -m >0 } 

( 4 ) r-wî = o or=m, 

• Si m >0 (*) admet deux solutions 4m et x"-^[m > 


X 

-CD - yftjj 

4m +oo 

x 1 -m 

+ 1 

1 - ! 

) + 


D /m =]-do,-Æ]U[Æ,+®[ * 

• Si m< 0 : x 2 —m > 0 ; - R. 


2°/ lim rmfx 1 - m + 1x — lim mlxUl 

j-t—tp j-»—« s ’y 


m 


+ 2x 


= lim x(-m 


fï 


+2) 


• lim x =+oo 

ï-»-K 


f? 


• Mm -m il— T + 2 = -m- 1-2 

.t—»-<n ™ - 


m 

-oo 2 +« 

— m + 2 


i - 


-Si m<2 ^=> lim / w (x) = -kq 

JH-® 

— Si ni >2 ^ Mm f m (x)--tn 
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4 imc Maths 


-St «r=2 => lim 2-Jx 1 -2 + 2x= lim ■ J| ^_ - 1 - —— 

[2ix~ -2 -2x) 


,r— 


= üm 


V* 3 - 2-. 


— 0 


lim /,,{*) = üm ni x 1 (1 - —) + 2x - lim mx Jl——-+2* 

Y x~ ,f “> +«3 Y X* 


= lim jf[/« 

J-W® 


fï-> 


or lim 


Mm m j] 

-■^r + 2= m + 2 

.1-++BÏ 



jc 3 

m 

-OÙ 

-2 

+CD 

/ï/ 4*2 

— 

1 * + 



— Si 2 : Jim / w W = -^ 


t-dM-n5 


Si jm > -2 : lim f ift (jc) ~ -ko 
Si m——2 


4.ï 3 -4(jc 3 +2) 


lim / w (jc) — lim (-2-Jx* +2 + 2x} = lim — r—- 

2* + 2 V *" + 2 


T—+-fF> 


£-*+« 


- lim 


x + 4x : 


-0 


+ 2 


Solution 9 : 


1 D /* La fonction x m x 1 + 3x + I est définie sur R et en particulier sur 
[0 t -hco[ + 

* £ 

* La fûneikm jçi—» smx est définie sur R et en particulier sur 


]-co t 0[ donc D/=R. 


x 
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2*/* lïm /(*)- lim x 2 + 3x +1 = fim x 2 — +oo. 

S-H® SHfMA 

* on a : VxeR, — I <smijt<î donc VxeR*, -Ls£!îl£<_J. et 

XX x 

compte lim — ^ lim—- = 0 donc ïim /(jf) = Ô, 

jr->-rt x t-*—« x *—►-<*> 

37* üm /(jc) = lim x 2 +3x+î = l. 

jr-tü* x—»Û’ 

• lim f[x) = lim — = I ■ 

j—HT j-»0~ x 

donc Hm /(je) — \ — /(0) et par suite/est continue en 0, 


| Solution 10 ; ~ | 

17 D/= R, 

27* lim /( x)= lim = -ûo, 

J-»-o .r-nu 

* lim /(jt)= lim )+-Jx «+co, 

s t-++w J-me 


37* lim /(x) = lim 1 + Vx = 1 =/(O) donc/est continue à droite en 0, 
* lim /(*) = lim -1 -4-x = -] */(0) donc F n’est pas continue 

j-* 0" x-frQ' 

à gauche en 0 et par conséquent/ n’est pas continue en 0, 


Solution 




17* lim /{x) = fima* 2 «f3x = < 






- co si û = 0 
+ co si a > 0 . 

-CO Jf d?<0 




lim f{x)= lim jr 3 -f-2ax+l= lim x* = +co, 

JT^+ôS ,ï-4+fl) 
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2°/ a) * lîm /( x) = lim x 3 + 2 ax + 1 = ta + 2 , 

*-+!* X-»]* 

» lim /(*)*= lim ax 2 + 3x = tf+3. 
jf-*r r-*r 

b)/est continue en ï ssi Lim f(x)— lim /(jc) = /(l) <z> 

x-*\* 

2 tf + 2 = a + 3<=>a = h 

^Solutknjlî^J 

l°/On a : pour toutx e R : x a + x+ I > Û(A= l -4 =-3 <0 ) 

D’où : D/ fll = R 
2°/P(x) = x J + x+ I 

P est une fonction polynôme donc P est continue sur R 

et comme pour tout x e R : P(x) > 0 alors y!~P est continue sur R 


Q(x) = mx 

Q est une fonction polynôme alors Q est continue sur R 
On a : / = 4P - Q d'oü f est continue sur M 


3°/ lira/ - lim Jx 




ï 3 1 

1+—-i—=- 

. ï x 2 / 


-mx = lim 


n 1 1 

x. 1+— + —, 


— mx 


K 


= lim* 

+ra 


f / 

(. 1 1 > 



I H- + , 

—m 

Lv 

\ X X ) 



lim x = +oo 


On a : ■ 


li 1 1 

Il -f—i —7 —m 



lim 



fl 

V r r 

m 

— 00 

1 

-H» 

l-m 

+ 

o | 

i 


Pour m < l : lim/ = -ko 

+00 
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4*"' Maths 


Pour m > I : lira/ - -oo 
Pour m = 1 : 


lira/ = lim ^lx 2 +x +1 -x - iim 

+OJ +cn 4«t 




** "yjx 2 +X H-1 -f-X 


- lim 

-Ho 


i n 

î-f— 


x 


v j 


r 

l+ 

I î 1 

—+— 

+x 

+* 

X 

Jt + -+-T + l’ 



X X J 


1» * ** J 


2 


4°/On a : lim/ JPF est finie si m - 1 

+D3 

D*oü pour m - 1 , C/ m admet au voisinage de -Ko une 

asymptote horizontale d T équatîon : y - — 

2 


S°/ lini/„, (*) =. 


-h» pour m < 1 

pour m > ï 

1 . 
- pourrn^ 1 

L2 


Pour m ^ 1 on a : 
lim 


» / ( x ) v Vx 2 +x + 1 - mx 
im -- Jim—-—-— 




Ht 


v r ri r i 

J1 + — + —-m 

- lim-— -- -l-ni 

X 

Um^ (x )-(l-m)x ] 

= lim 4x 2 4x +1 -mx —x +mx 


+x 


— lim/x 2 +x +1 -x — — 

2 


+K 


D'où : Drn : y = ( 1 — m ) x + ^ est une asymptote à C/ flî au 
voisinage de +°o 
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s . 


Solution 13:; 


¥'-i ~- 


1 °/D/ = R\{-1) 

| - r 2x + COS JT 

2°/lim/ = lira --— 

Hr *-»Hr x +1 


On a : < 


iimr +1 = 0 ‘ 
i-ir 

lim 2 x +cosx =-2 + cos{-l) <0 

,-K-ir 


D'où : lira/ - -ko 

nr 

•b jr .. 2x +COSJT 

lim/ — lira —- 

H r jt+1 


On a : < 


lîm 2 x +cosx = - 2 +cos{-l) <0 
HJ* 


lim (j+l)« 0 * 

u-K-ir 


D'où 


— —cO 


H )* 


D : k — -1 est une asymptote verticale à Cf 


3*7 


a) Pour tout x e ]-l,-^oo[ : 

-1 S cos x < 1 => 2 x- 1 <cos x- 2 x < 2 x + 1 
Or pour tout x € j-l>4-°o[ on a ■ x+I >0 

2jc +1 


2 x -1 
I +1 


</(*) 5 


x +1 


b) 


.. 2x —1 2x 

9 lira- = Lim — = 2 

x +1 ■ r - | - KC x 

r 2jf ” S V 

* lim —-—- = hra — =2 
*-***> x +1 *-*** x 

Et comme pour tout x > -1 on a : 
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♦ 


2x —1 
*+l 


£/(*) ^ 


2jc +1 
x -1-1 


Alors lim f =2 

i ->+« 

D : y = 2 est une asymptote horizontale kCf au voisinage de 4 qo. 


4°/d(x) = / (x ) - y = 


2x 4cosx 
x +1 


2 = 


2x + cos jc —2x_—2 

x +1 


COS JT ~-2 
J? +1 

On a : pour tout xeD/ : cos x -2 < 0 
* pour x 6 ] —oo t -1 [ : d(x) > 0 

d^otj Cf est au dessus de A sur ] -] , +oo [ 

■ pour xe]“1, -Ko [ : d(x) < 0 

/ est au dessous de À sur ] - 1 , 4 oo[ 

5°/ on a : 2x - î ^ 2x + cos x S 2x 41 
pour x < - ï on a : x + 1 < 0 

d'où : Vx < - I ; 


2x -fl „ 2 x 

< /(*)£ 


x 4 1 


X +1 


2x +1 2x -I 

on a : lim -= 2 et lim-- = 2 


x +1 
d'où lim/ =2 


X 4 1 


1Q , .. 1-cosx 
I*/ lim-— — 0 

jr-frfl* y 


æi = i = 


JT-MJ" 


X-MT 


(Vi+jc j +i) 


= lim 

x-»QT 


cVT 


4X 1 +1) 
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- lim 


= ° = û 


^°'%/r+jc T +i 2 

On a : lim/( j:) = 0 6 R donc/ est prolongeable parcontinuitéen 0 

.V’tir 

\ffc)=f{x)pourx *0 
/ 1 C0) = Um/=O 


2 °/ 


3°/ lim / (x ) 7 
-1 < COS X <1 


0 < I —cosx < 2 


Pour tout x > 0: 0 £ / (x ) < — 

x 


On a : ^ 


Q </ (x ) £ — pour tout x > 0 
x 


lim — = 0x> Km f =0 

Jf Hh«0 ï— 


Jim/ = Jim 


fK' 1 )' 1 .. --fi- 1 


r -*-*ï 


“ lim 


xj! + 




D] : y - 0 est une asymptote à Cf au voisinage de *hx> 
D; : y = - \ est une asymptote à Cf au voisinage de —oo 


Solution 15 : 


W Jim/ = Jim 


, f Jim 

/ 1 \ r-t-% 

1 + 4 

* J 


( x < 0 Alors 


Mj'+rr 


Jï|=-X) 


- lim 


- lim 


-1 


-*Jl + 


' l+ ~r 


=-i 
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4 trtf Maths 


2 °/ 


Conclusion ; liny" & -1 donc D : y = -t est une asymptote 

S H * 

horizontale i\jff au voisinage de -oo 

à 

* 

y 

a) O rf il : - ï < cos x < l 
_. , -2 . C05.V -I _ 

D où : —^ <-=— < 0 

V-y Vx 


pour x > 0 


b) On a : < 


ïim —3^0 


et -Jx > 0 ; <f (x } < 0 

vx 


alors lîm / =0 


JT-# *V* 


D'où ; D“: y = ûest ueasymptote horizontaleàC/ au 
voisinage de +oo 

.. . „ cosjr -1 .. y—^ 1 — cosx x 

lîm / = lim — t =— — lim —vx 

^ Vx 






- 0 x 0 =0 


37 lim / = lim 


= °0 


Jr - tl ' i/x 3 + ] >/ï 

On a : lim/ = lim/ = 0 =/(0) 

D'où / est continue en 0 

b) * lim - - lim 

x -0 


f 


ï-*C 


x-#Û" 


Vx 3 +] 


1 


lim - -- 

w0 ' A’+ï 


/ 


,r-fO* jf - 0 

1 


. k COSX -1 t . r— 

hm^- y =^ = um-vx 

4 -+Û' £ 4 -*Û T 


1- cosx 
^ x- 


= o*!=o=/,(û) 

f K ( 0 ) ^ f it ( 0 ) d'où f iTest pas dérivable en 0 

C/ - admet deux demi-tangentes en 0 
f y =x ^ ==0 
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Solution 16 : ~ | 


1°/* Üm f (x ) = lim —-— 

r -*0~ ..t-HJ" 2x +1 


sinx 


-0 


► lim/(x)~ lim —*= 

x-HJ 1 yfx 


KnS— ~ 0 x 1 = 0 

x-+0* Y 


On a : / (0) -0 et lim/ = 0 alors / est continue en 0 


2°/a) lim/ = lim = lim — - —oo 

■ “ j —oo 2^ .t —^2 


-M 


X 


J ->-M JC 


„ X r JC 1 

lim-- - lim 

*-^2x+l * 


lim 


/ {jc }——jr 1 = lîm 

C 2 J — 


' x 2 x 

2r+i~2 


A 


- Hm 


1t 2 

“X 


-1 


j-*-hk 4x h- 2 4 


1 1 

D: y = - x — est une asymptote â Cf au voisinage de -co 

2 4 


b) Pourx e R : /(x) -y“ 


r 


i\ x 1 
4J 2x -t 


2.x -l 


2x +1 \2 

_ 4x 2 - (2x -l)(2j: +1) __ 

4(2x +1) 4(Zr +l) 


+1 4 

l 


Pour x e ] -oo / OO ~ y < 0 donc Cf est e dessous de A 

Pour x e ]- —, 0 [ : Cf est au dessus de À 

2 


3°/Pour x > 0 : 


1 <IÎ2£L< 1 


J7 


On a: lim. —i = 0 et lim -i- = ü alors lim/ =0 

I ~* +a3 -Jx *^* +< *\x x m 

D : y = Û est une asymptote â Cf au voisinage de +oo. 



































